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В работе гиперсингулярный интегральный оператор на окружности аппрокси-
мируется последовательностями операторов специального вида, доказывается, что 
для гиперсингулярного интегрального оператора аппроксимирующие операторы сохра-
няют свойства, аналогичные основным свойствам этого оператора, и поэтому полу-
ченные оценки с точки зрения скорости сходимости дают более точные результаты. 
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Сингулярные интегральные уравнения, к которым сводятся задачи 
обтекания поверхностей идеальной несжимаемой жидкостью, являются 
граничными интегральными уравнениями для решения задачи Неймана 
для уравнения Лапласа при ее решении с помощью потенциала двойного 
слоя. В этом случае неизвестной функцией является градиент плотности 
потенциала двойного слоя, и поэтому в пространственных задачах он 
имеет две составляющие. Так как эти составляющие не являются незави-
симыми функциями, то получающиеся алгоритмы численного решения 
пространственных задач обтекания методом коллокации имели очень 
сложную структуру даже для простых поверхностей (см. [1]). Поэтому в 
работе [2] было предложено в качестве неизвестной функции брать плот-
ности потенциала двойного слоя и сводит задачу Неймана для уравнения 
Лапласа к гиперсингулярному интегральному уравнению относительно 
этой плотности. Решение этого гиперсингулярного интегрального урав-
нения с помощью специальных квадратурных формул типа прямоуголь-
ников получило название метода дискретных замкнутых вихревых рамок 
(см. [3]). Этот метод быстро получил широкое распространение в задачах 
аэродинамики и других прикладных областях (см. [4]). 

Настоящая работа посвящена аппроксимации гиперсингулярного 
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интегрального оператора  
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Отметим, что для сингулярных интегральных операторов с ядрами 
Коши и Гильберта аналогичные аппроксимации и их применения к син-
гулярным интегральным уравнениям приведены, соответственно, в рабо-
тах [5] и [6]. 
 

§1. Гиперсингулярный интегральный оператор 
Рассмотрим вначале следующий интеграл: 
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где функция ( )xg   определена на отрезке  [ ]ba, . Если определить его по 
аналогии с интегралом Коши, то даже при 1≡g  получится расходящийся 
интеграл: 
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Поэтому, используя идею Адамара [7] о понятии интеграла в 
смысле конечной части, определим интеграл (1.1) следующим образом. 
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то этот предел называется гиперсингулярным интегралом функции 
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Гиперсингулярный интеграл на отрезке исследовано в работах [8]-
[13]. В работе [8] доказано, что если ( ) ( )α1Hxg ∈  на отрезке [ ]ba, , т.е. 
если ( )xg ′  принадлежит классу Гельдера ( )αH  степени  10 ≤< α  на 
[ ]ba, , то гиперсингулярный интеграл (1.1) существует и справедлива сле-
дующая формула интегрирования по частям: 
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где в правой части интеграл понимается в смысле главного значения по 
Коши. 

Рассмотрим теперь интеграл  
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где функция ( )tϕ  определена на единичной окружности { }1:0 =∈= tCtγ . 
Используя определения 1.1 для гиперсингулярного интеграла на 

отрезке, определим интеграл (1.3) следующим образом. 
Определение 1.2.    Если существует предел    
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Из определений 1.1 и 1.2 следует, что для ( )ππ ,, 0
0 −∈= xet ix  име-

ет место равенство 
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где ( )
2

arcsin2 εεδ = . Равенство (1.4) показывает, что с помощью замены 

переменных ixet =  гиперсингулярный интеграл на окружности приводит-
ся к гиперсингулярному интегралу на отрезке. 
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( )
( )

( ) ( )
( )

τ
τ

τϕτϕ
τ

ττϕ

γγ

d
tt

d
∫∫ −

−
=

−
00

22 ,                                        (1.6) 

где в правой части интеграл понимается в смысле главного значения по 
Коши.   

Из равенств (1.2) и (1.4) следует, что если ( ) ( )ατϕ 1H∈  на 0γ , т.е. 
если ( )τϕ′  принадлежит  классу Гельдера ( )αH  степени  10 ≤< α  на 0γ , 
то гиперсингулярный интеграл (1.3) существует и справедлива следую-
щая формула интегрирования по частям: 
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где в правой части интеграл понимается в смысле главного значения по 
Коши. 

Теорема 1.1. Для любой абсолютно непрерывной на 0γ  функции 
ϕ  гиперсингулярный интеграл (1.3) существует почти  для всех точек 

0γ∈t и справедлива формула интегрирования по частям (1.7) . 
Доказательство.  Из абсолютно непрерывности на 0γ  функции ϕ  

46 



следует, что почти  для всех точек 0γτ ∈  существует производная ( )τϕ′  
и функция ( )τϕ′  интегрируема по Лебегу. Тогда интеграл, стоящий в пра-
вой части равенства (1.7), существует почти для всех точек 0γ∈t (см. на-
пример, [14, гл.4, §3]) . 
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следует, что гиперсингулярный интеграл (1.3) существует почти для всех 
точек 0γ∈t и справедлива формула (1.7). Теорема доказана. 
 

§2. Об аппроксимации гиперсингулярного интегрального  
оператора на окружности 
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при этом 
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Отсюда следуют следующие свойства операторов nH : 
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Свойства 2.1. Операторы nH , ,..2,1=n  ограниченно действует от 
пространства ( )0

1
2 γW  к пространству ( )02 γL , при этом    

( ) ( ) 1
020

1
2

≤
→ γγ LWnH ,                                               (2.3) 

и для любого алгебраического полинома ( ) k
n

nk
k tqtq ∑

−

+−=

=
1

1

 степени не выше 

1−n  
( )( ) ( )( )tHqtqH n = .                                              (2.4) 

Пусть ( ) ( )
)(

1
2

0
1
2

)(inf;
γ

ϕϕ
WnTqn qWE

n

⋅−⋅=
∈

 – есть наилучшее приближе-

ние функции ( )0
1

2 γϕ W∈  полиномами из 1−nT , где 1−nT  – множество поли-

номов вида Ct k
k

n

nk
k ∈∑

−

+−=

αα ,
1

1

. 

Теорема 2.1.  Последовательность операторов { }nH  сильно схо-
дится к оператору H  в пространстве ( )0

1
2 γW ; при этом для любого 

( )0
1
2 γϕ W∈  справедлива оценка  

( ) ( )1
2;2

02
WEHH nLn ϕϕϕ

γ
≤− . 

Доказательство. Пусть ( ) k
n

nk

n
kn tqtq ∑

−

+−=
− =

1

1

)(
1 -есть полином наилуч-

шего приближения функции ( )0
1
2 γϕ W∈  из 1−nT . Тогда с учетом равенства 

(2.4) имеем 
( )( ) ( )( ) ( )( )tqHtqHtHH nnnn 11 −− −−−=− ϕϕϕϕ . 

Отсюда и из неравенств (2.1), (2.3) следует  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).;2 1
21

0
1
2020

1
2020

1
202

WEqHHHH nWnLWnLWLn ϕϕϕϕ
γγγγγγ

=−⋅+≤− −→→

Теорема доказана.    
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DAİRƏDƏ HİPERSİNQULYAR İNTEQRAL OPERATORUN  
APPROKSİMASİYASI HAQQINDA  

 
A.F.ƏMRAHOVA, Ç.A.HACIYEVA  

 
XÜLASƏ  

 
İşdə dairədə hipersinqulyar inteqral operator xüsusi şəkildə olan operatorlar ardıcıllığı 

ilə approksimasiya olunur. İsbat olunur ki, hipersinqulyar inteqral operator üçün approksima-
siya operatorları bu operatorun əsas xassələrini saxlayırlar və buna görə də alınan qiy-
mətləndirmələr yığılma sürəti nöqteyi-nəzərincə daha dəqiq nəticələr verir.  

 
Açar sözlər: hipersinqulyar inteqral, approksimasiya operatorları, yığılma sürəti, Koşi 

nüvəsi. 
 

ON APPROXIMATION OF THE HYPERSINGULAR  
INTEGRAL OPERATOR ON THE CİRCLE   

 
A.F.AMRAHOVA, Ch.A.HAJIYEVA  

 
SUMMARY  

 
This article deals with a hypersingular integral operator approximated by sequences of 

operators of a special form; it is proved that, for a hypersingular operator, approximating oper-
ators retain properties similar to the basic properties of this operator, and therefore, the esti-
mates obtained in terms of speed of convergence give results that are more accurate.  

 
Key words: hypersingular integral, approximating operators, speed of convergence, 

Cauchy kernel. 
 
Поступила в редакцию: 22.05.2015 г. 
Подписано к печати: 12.02.2016 г. 

50 


